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• 導入：多次元尺度構成法の紹介とベイズ推定の利点
• 研究1: ベイズ推定によるMDSの色覚データへの適用
• 研究2: ベイズ推定による多次元展開法の提案と評価・応用
• 研究3: ベイズ推定による確認的MDSの提案と評価・応用
• まとめと結論



• 観測された対象間の非類似度から、低次元空間での対
象の布置座標を求める統計的手法．
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多次元尺度構成法(MDS)とは



MDSにおけるベイズ推定
• MDSの推定法としては次の3種類が知られている．
• 最小二乗法 (Togerson, 1952)
• 最尤法 (Ramsay, 1977)
• ベイズ法 (Oh & Raftery, 2001)

• ベイズ推定は最も新しい方法論であり、多くの利点を
持つことが報告されている：
• 漸近論に依らずに推定誤差を評価できる．
• 次元数選択のための指標MDSICが使える．
• モデルの拡張性に優れる．
• 既存の方法よりも推定誤差を小さくできる(次頁)．
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• ベイズMDS(BMDS)と既存の方法
(CMDS,ALSCAL)の、二乗誤差
(STRESS)の比較1

MDSにおけるベイズ推定(cont’d)
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where r 4pC15
j

D s4pC15
j =s4p5

j . Taking minus twice the logarithm of
the ratio gives

LRp ² ƒ2 log Rp

D 4mƒ25log4SSRpC1=SSRp5 (12)
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Note that the term (12) in LRp is roughly the log-likelihood
ratio and would be negative because higher dimension results
in a smaller SSR. The term (13) plays the role of penalty
on the increase of dimension by 1 and would be positive
if

Qp
jD14n=r

4pC15
j

C15<4nC15pC1. When there is no signi!-
cant change in X between p- and 4pC15-dimensional spaces,
then r 4pC15

j 1, and the penalty term is approximately 4nC
15log4nC15.

A positive LRp would prefer the dimension p to 4pC15 and
a negative value would prefer the dimension 4pC15 to p, and
hence one can select the dimension where the value of LRp

turns positive. Alternatively, if we de!ne MDSIC as

MDSIC1 D 4mƒ25logSSR11

MDSICp
D MDSIC1 C

pƒ1X

jD1

LRj1 (14)

then the optimal dimension is the one that achieves the mini-
mum of MDSICp .

5. EXAMPLES

BMDS requires that prior parameters be speci!ed. For all
the examples given in this section, we chose 5 as the degrees
of freedom a for the prior of ‘ 2, and we chose b to match the
prior mean of ‘ 2 with SSR=m obtained from the CMDS or
ALSCAL. Note that a smaller a would not make much differ-
ence because mDn4nƒ15=2 is large. For the hyperprior of ‹j ,
we chose !D1=2 and ‚j D 1

2 s
405
j =n, where s

405
j =n is the sam-

ple variance of the jth coordinate of X obtained from CMDS
or ALSCAL, which roughly corresponds to information from
one observation as described in Section 4.

For the multiplicity constant of the variance of the normal
proposal density in the Metropolis–Hastings algorithms for
generating xi and ‘ 2, we chose 20382 for both xi and ‘ 2 as
suggested by Gelman, Roberts, and Gilks (1996). We found
reasonably fast mixing in MCMC with this choice of multi-
plicity constant.

In all the examples, we ran 13,000 iterations of MCMC and
observed very quick convergence in ‘ 2 and the „ij ’s. Here we
are interested in an approximate posterior mode of X rather
than its full posterior distribution, so that convergence require-
ments are less stringent than if one seeks the full posterior
distribution, and all the iterations may be used for the purpose
of obtaining the xi’s that give minimum STRESS.

5.1 A Simulation

As an illustrative example, we generated 50 random samples
of xi from a 10-dimensional multivariate normal distribution
with mean 0 and variance I , the identity matrix. We used the
Euclidean distances between pairs 4xi1xj 5 as dissimilarities „ij .
Given these „ij ’s, we generated the observed distances dij from
a normal distribution with mean „ij and standard deviation 03,
truncated at 0. Thus, the data consist of a 50!50 symmetric
matrix of dissimilarities computed from Euclidean distances
with Gaussian errors.

Using the results from ALSCAL for initialization, BMDS
as described in Section 3 was applied for various values of the
dimension p. With minimum STRESS and xi obtained from
BMDS, we applied MDSIC described in Section 4 to select
the dimension of xi . The results are summarized in Table 1.

The table presents values of STRESS from CMDS,
ALSCAL, and BMDS. It also presents the likelihood ratio
term of (12), the penalty term of (13), and the MDSIC given
in (14). It can be observed that BMDS shows signi!cant
improvement over CMDS, providing a smaller STRESS, and
a moderate improvement over ALSCAL when the dimension
is low. When the dimension is close to the true dimension
10, BMDS shows a moderate improvement over CMDS and
the same results as ALSCAL. It is interesting to observe
that the better performance of BMDS is more pronounced
when the dimension is low because, for visualization purposes,
dimension pD2 is often chosen.

The table shows that the log-likelihood ratios computed
from the BMDS solution for X decrease monotonically as p
increases up to 10, that there is no signi!cant change after
dimension 10, and that the penalties stay about the same for
various p. Moreover, the MDSIC assumes a minimum at the
correct dimension, namely, 10.

We also applied BMDS with initial values obtained from
the CMDS results. It provided about the same results as before
except that it gives slightly larger STRESS (with the difference
less than .01) when the dimension is larger than or equal to
5. MDSIC with the BMDS results chose the same dimension,
10, as in the previous case.

Table 1. Analysis of Simulation Data in Example 1, xi N10(0, I)

CMDS ALSCAL BMDS
dim STRESS STRESS STRESS LRT Penalty MDSIC

1 06622 05079 04813 ƒ110508 17300 10647
2 04943 03198 03063 ƒ82807 17003 9714
3 03720 02250 02182 ƒ69505 16905 9056
4 02751 01648 01642 ƒ69903 16503 8530
5 02037 01234 01234 ƒ55406 17008 7996
6 01580 00984 00984 ƒ59302 17206 7612
7 01092 00772 00772 ƒ41402 17709 7191
8 00809 00652 00652 ƒ26702 17900 6955
9 00672 00584 00584 ƒ25208 18100 6867

10 00614 00527 00527 ƒ7204 18702 6795ü

11 00658 00511 00511 ƒ5302 18605 6910
12 00715 00500 00500 ƒ1404 18607 7043
13 00784 00497 00497 ƒ1103 18702 7216
14 00855 00495 00495 ƒ904 18509 7391

*Minimum MDSIC.

a
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5.2 Airline Distances Between Cities

Hartigan (1975, p. 192) provided airline distances between
30 principal cities of the world; these are shown in
Figure 1. Cities are located on the surface of the earth, a
three-dimensional sphere, and airplanes travel on the surface
of the earth. Thus, airline distances are not exactly Euclidean
distances and we may expect the dimension of xi to be
between 2 and 3.

The BMDS was applied to the data. In this example, initial
values from CMDS and ALSCAL yielded almost the same
BMDS results. The BMDS results from CMDS initial values
are shown in Table 2.

BMDS yielded much smaller SSR than did CMDS and
moderately smaller SSR than did ALSCAL in all cases. The
estimated SSR from BMDS dropped very quickly until dimen-
sion 3 and then increased slightly at dimension 4. MDSIC
selected dimension 3. We observed that the last coordinates
of xi in dimension 4 are almost equal to 0, indicating strong
evidence for dimension 3.

Figure 1. Airline Distances Between Cities (100 miles, .62 miD1 km) (Hartigan 1975).

Table 2. Analysis of City Data

CMDS ALSCAL BMDS
dim STRESS STRESS STRESS LRT Penalty MDSIC

1 .6782 .4007 .3617 ƒ704.2 95.7 5336
2 .4682 .1795 .1604 ƒ548.5 91.4 4727
3 .3811 .0903 .0851 4.7 108.0 4270
4 .4006 .0902 .0856 ƒ2.4 88.9 4383
5 .4139 .0902 .0854 4.1 143.9 4469

*Minimum MDSIC.

Figure 2 is a plot of the observed airline distances ver-
sus the estimated Euclidean distances. A perfect !t would
yield a 45-degree line, as shown in Figure 2. The estimated
Euclidean distances from BMDS are represented as red dots,
those from CMDS as blue dots, and those from ALSCAL as
green dots. One can see that BMDS provided points very close
to the 45-degree line, except for some points corresponding to
large distances. The !t gets worse as the distance gets larger,

1.  出典：Oh & Raftery (2001), Table 1, 2

ベイズMDS
が誤差最小

• しかし、これまでベイズMDSを応用ユーザーが手軽に
実行できる方法はなかった．

• そのためもあり、ベイズMDSを用いた応用研究はこれ
までに存在しなかった．



概要
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研究1:ベイズMDSの応用研究

• 分析と結果のプロットはS-PLUS 6.2を用いて行った．

研究2:ベイズ推定による多次元展開法

研究3:ベイズ推定による確認的MDS

• 以上を踏まえ、本発表では以下の研究を行う．

• よい性質を持つとされるベイズMDSのモデルを用いて、古
典的な色覚データの再分析を行う．

• ベイズMDSのモデルを拡張し、Data augmentation法を
利用したベイズ的多次元展開法モデルを提案する．数値実
験による手法の検証と、実データへの応用を行う．

• ベイズMDSのモデルを拡張し、距離行列に構造のあるモデ
ルに対する確認的MDSの推定法およびモデル評価法を提案
する．数値実験による検証と実データへの応用を行う．



• 　　　　　　　　　 観測非類似度行列
• 　　　　　　　　　 真の(モデル)距離行列
• 　　　　　　　　　 布置座標行列

• 　　　　　　 をユニークな観測非類似度数とする．　　

• このとき、ベイズMDSでは、観測非類似度　　が真の
距離を平均パラメータとしてもつ切断正規分布にしたが
うというモデルをおく．

ベイズMDS：モデル
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X = {xik} : (n× p)
D = {dij} : (n× n)

(i != j, j = 1, ..., n)

m =
n(n− 1)

2

∆ = {δij} : (n× n)

δij ∼ N(dij ,φ
2)I(δij > 0)

δij

dij =
√∑

k

(xik − xjk)2ここで、　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　



• このとき、未知母数は　 と 　である．
• 尤度関数は、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  ．

ここで      は標準正規分布の累積分布関数．
また、                           　(粗ストレス)．

• 未知母数に以下の事前分布を設定する．
• 　
• ただし　　　　　　　　　 は対象iの位置ベクトル.　

• 　
•

ベイズMDS：尤度と事前分布
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X φ2

l(X, φ2) ∝ (φ2)−
m
2 exp



− 1
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log Φ
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dij

φ
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Φ(·)

xi = (xi1, ..., xip)
xi ∼ N(0,Λ)

φ2 ∼ IG(a, b)
Λ = Diag(λ1, ...,λp),λj ∼ IG(α, βj)

σr =
∑

i>j(δij − dij)2



• 母数                     の事後分布は以下のようになる．

• この事後分布の形は複雑であり、事後推定値を得るため
には数値的方法を用いなければならない．

• そこでMCMC法(Metropolis-Hastingsアルゴリズム)を
用いて事後分布の構成とベイズ推定を行う

ベイズMDS：事後分布

8
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※Metropolis-HastingsアルゴリズムについてはAppendix参照



研究1 実データ分析1
• Ekman(1954)の色の類似度データを分析．
• 31人の正常な視力を持つ実験参加者に波長434nm～
674nmの11種類の色を提示し、その類似度を評定させた
もの．
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• ３次元での布置(色は波長に対応）

•

• 波長を短～長と物理的に操作したとき、色の主観的
類似度が円環状に布置されることを実証的に示した．

• 赤の位置について若干ばらつきがあるようだ．

実データ分析１ 結果
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※丸の大きさは95%信用区間に比例

第1次元

第2次元

第3次元

赤ー青 の軸

緑ー紫 の軸

鮮やかさ の軸



研究2 ベイズ推定による多次元展開法
• 複数の対象に対する評定デー
タ、選好データは心理学・
マーケティングで不可欠．

• 典型的には対象×評定者の形
• 選好や評定は、評定者と対象
との一種の類似度／距離と捉
えることができる．

• したがって、右図全体の距離
行列のうち灰色部分が欠測し
たデータと考えれればMDS

11

! " # $ % & # '

() *+,

! " # $ % & # '

!

"

#

$

%

&

(
) -. /.

&

#

'

*
+
,

/. -.

の枠組みで扱える

ベイズMDSを拡張しData augmentation法を用いる
ことで、このような欠測状況下での分析が可能になる



Data Augmentation法

12

∆
∆ = {δ(obs), δ(mis)}

θ(t)

δ(t+1)
(mis)

θ(t+1) p(θ|δ(obs), δ
(t+1)
(mis))

I step

P step
p(δ(mis)|δ(obs), θ

(t)) = N(d(t)
ij ,φ2(t))

• Tanner & Wong (1987)によって提案された、欠測を含
む場合のベイズ推定法．I (Imputation) stepとP 
(Posterior) stepからなる．

• 今回の多次元展開法モデルでは、観測非類似度　の一部が
欠測になっている:

• したがって、t回めのMCMCで得られた母数ベクトルを
としたとき、次の2ステップを繰り返せばよい．

•         を                                                  から発生する

•         を                         から発生する(これは通常のベ
イズMDSのMCMCと同じ)



数値実験2
• 提案手法の検証のため、Green and Carmone(1970)
が提案したAMデータを用いる．

• 右図のようなAMの２文字を
構成する35点がある．Aを
構成する点どうし、Mを構
成する点どうしの距離は欠
測とし、Aの点とMの点の
間の距離のみを観測データ
として用いる．

• このとき、提案手法により
正しく布置を復元できるか
を検証する．
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数値実験2 結果
• ユークリッド距離が本質的にもつ回転・対称性の不定性を
除いては、提案手法により正しい布置が復元できた．
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• Wilkinson(1996)の色の選好データ
• 15人の実験参加者に対して、5種類の色(赤, オレンジ, 
黄, 緑, 青)に選好順位をつけてもらったデータ．
• 1:最も好む ←→ 4: 最も好まない

• 提案手法を用いて分析した結果、大まかには外側に色が
布置され、内側に各参加者が布置された (次頁)．

実データ分析2
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14.10 Exercises 315

(b) Discuss the solution(s) substantively, relating them to Figure 4.1 and
to unfolding theory. In what sense are the six persons similar, in what
sense do they differ?

(c) Discuss technical reasons why the unfolding analysis works for these
data.

(d) Construct a set of plausible color preference data that do not satisfy
the ideal point model.

(e) Discuss some data sets that satisfy the ideal point model but that
would most likely lead to degenerate or other nondesirable MDS so-
lutions. (Hint: Consider the distribution of ideal points in the percep-
tual space.)

Exercise 14.3 The following table shows empirical color preferences of 15
persons (Wilkinson, 1996). The data are ranks, where 1 = most preferred.

Person
Color A B C D E F G H I J L M N O P
Red 3 1 3 1 5 3 3 2 4 2 1 1 1 2 1
Orange 5 4 5 3 3 2 4 4 5 5 5 5 4 5 2
Yellow 4 3 1 5 2 5 5 3 3 4 2 4 5 3 3
Green 1 5 4 4 4 1 2 5 1 3 4 2 2 4 4
Blue 2 2 2 2 1 4 1 1 2 1 3 3 3 1 5

(a) Unfold these data.

(b) Discuss the solution(s) substantively, connecting the color points in
the order of the electromagnetic wavelengths of the respective colors.

(c) Use an external starting configuration where the color points are po-
sitioned on a rough color circle similar to the one in Figure 4.1. (Hint:
Place the person points close to their most preferred color points in
the starting configuration.)

(d) Compare the unfolding solutions with and without external starting
configurations, both technically in terms of Stress and substantively
in terms of a reasonable theory.

Exercise 14.4 The following table shows the dominant preference profiles
(columns) for German political parties in 1969. A score of 1 indicates “most
preferred”. The row “freq” shows the frequency of the respective preference
order in a representative survey of 907 persons (Norpoth, 1979b).



実データ分析2 結果
• ほとんどの人は好む最も好む色の近くに布置された．
• 本当は青を最も好むが、他の人との関係上青から遠く
に布置せざるを得なかった参加者Oについては、推定
誤差(点を囲む円で表される)が非常に大きくなった．
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※円はベイズ推定の
95%信用区間

テキスト
このように、推定誤差に
よって結果の信用できる
度合いまでもわかるのが
ベイズ推定の大きな
利点の一つである



研究3 ベイズ推定による確認的MDS
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• データを分析するための統計的手法には、大別して探
索的方法と確認的方法がある．
• 探索的方法：母数に関して制約が(できるだけ)ない
モデルを用いて、データに潜むパターンを分析する.

• 確認的方法：仮説を母数に対する制約として導入
し、モデル評価によって仮説を検証する．

• 科学的研究には両者がともに必要 (e.g. Tukey, 1980)
• 因子分析では双方がよく発展しているが、MDSでの確
認的手法の研究・応用事例は相対的に乏しい．

• 本研究では、ベイズMDSを用いて、距離行列に構造を
入れたMDSの推定方法およびモデル評価法を提案する



 確認的MDS 方法
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• 例えばデータ中に右図のような
3項目群があり、各群中では類
似度が他より高いことが予想
されたとする．

• このような仮説は、距離パラメ
ータへの不等式制約として表現
することができる．

• この不等式制約を    で表す．
• 制約　 の元での条件付き推定を行うために
は、MCMCにおいて次頁の手順を踏めばよい(条件付
き推定におけるこの種の方法は, Gelfand & Smith,
1992; Holmes & Heard, 2003 で用いられている)．
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確認的MDS 方法 (cont’d)
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1. パラメータ(    　　  )の各々を、通常のMCMCにより
発生させる．

2. 対象間の距離
　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　 を計算する

3.       が制約　 を満たすかどうか判定する．　を満たさ
ない場合はその回のパラメータ組を棄却、満たす場合
は受容し、1へ戻る．

• 1～3を十分多く繰り返し、受容したMCMC標本のみ
で事後分布を構成すれば　で制約づけた推定ができる

• さらに、Bayes factorを計算することにより制約のな
いモデルと比較して制約のあるモデルを評価できる．

C C

X, σ2,Λ

dij =

√√√√
p∑

k=1

(xik − xjk)2

{dij}

C



数値実験3
• 提案手法が正しい構造を正しいと評価できること、
誤った構造を誤りと評価できることを確認する．

• 以下のセッティングよりデータを生成．
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2
2 2
3 3 3
3 3 3 2
3 3 3 2 2
4 4 4 3 3 3
4 4 4 3 3 3 2
4 4 4 3 3 3 2 2









3
3 3
3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3 3





∆ = ∆ =

+N(0, 12) +N(0, 12)

sym. sym.

データ1 データ2



数値実験3 結果
• 右の構造に対応する不等式
制約を　としてデータ1, 
データ2を分析した．

• この構造はデータ1に対して
は真、データ2に対しては偽
である．

• 結果、Bayes factorは正しく
真偽を判定した．
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類似度の高低

※Bayes factorは制約のないモデルに比べ構造を入れたモデルがオッズ比の意味で
どれだけ「よい」かを示す．1以下だと制約のないモデルの方がよいことになる．

C

データ1 データ2
事前確率 事後確率 Bayes Factor

0.2500 0.9486 55.3809

事前確率 事後確率 Bayes Factor

0.2500 0.1252 0.4292



実データ分析3 
• Palan(1998)の多特性・多評定者データ
• 家族コミュニケーションと子どもの消費活動の関係を調べ
るため、母親・父親・子どもの3評定者に対して家族コ
ミュニケーションの質(CQ)、家族内消費教育(CI)と子ども
の消費活動(CA)の3特性の関係を調べたデータ(N=234)．

• ３種類(+帰無仮説=制約無し)の構造への仮説が考えうる．
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CQ CI CA CQ CI CA CQ CI CA

Mothers

CQ

CI -.01

CA -.01 .35

Fathers

Mothers Fathers Adolescents

Fathers

CQ .60 .00 -.01

CI -.04 .24 .04 .28

CA .01 .21 .43 .03 .36

Adolescents

CQ .44 .11 .22 .45 .25 .27

CI .14 .25 .06 .22 .22 .20 .18

CA 08 - 09 28 00 22 47 12 14CA .08 -.09 .28 .00 .22 .47 .12 .14

評定者モデル

特性モデル

双方モデル

同一評定者の項目は類似度が高い

同一特性の項目は類似度が高い

上記両方の効果がある



実データ分析3 結果
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事前確率 事後確率 Bayes Factor

評定者モデル 0.1250 0.073 0.5290

特性モデル 0.1250 0.3517 3.7970

双方モデル 0.0156 0.0343 2.2410

• 3つの仮説各々に対応するモデルで分析を行い、Bayes 
factorを比較した．

特性モデルの当て
はまりが最もよい
ことがわかった

特性モデルのプロット．評
定者によらず特性の効果が
強く、家族間で消費行動関
連の意識が共有されている
ことがわかる

緑:CQ 青: CI 赤: CA
●:母 ▲:父 ■:子



まとめと結論
• ベイズ推定を用いた多次元尺度構成法の、
• 色覚データへの応用研究を行い、先行研究と一致す
る布置と散布度に関する新たな知見を得た．

• 方法論的発展として多次元展開法モデルを提案し、そ
の評価・応用を行った．

• 方法論的発展として確認的MDSモデルを提案し、そ
の評価・応用を行った．

• MDSにおけるベイズ推定はこれまであまり研究されて
こなかったが、その有用性が示された．

• S-PLUSを用いてこれらの推定やわかりやすい結果の図
示を行うことができた．

• ベイズMDSのS-PLUSコードサンプルを以下で公開
http://bayes.c.u-tokyo.ac.jp/~ken/BMDSPLUS/
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http://bayes.c.u-tokyo.ac.jp/~ken/BMDSPLUS/
http://bayes.c.u-tokyo.ac.jp/~ken/BMDSPLUS/
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• 分析に利用したMCMCの繰り返し回数は以下の通りで
あった．

• 各母数の初期値、および超母数(                 )はOh & 
Raftery(2001)にしたがって設定した．

Appendix: 分析のセッティング
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burn-in MCMC
実データ分析1 3,000 10,000
数値実験2 500 5,000
実データ分析2 3,000 10,000
数値実験3 5,000 200,000
実データ分析3 5,000 200,000

α, βj , a, b, γ



Appendix: Metropolis-Hastings
• 提案分布　　 と棄却サンプリングを用いるMCMCの一種
• t+1回目のパラメータ候補   について、　　　　　 が

を満たせば                とする．満たさなければ　は棄却
され、パラメータの値は　  のままである．

• の提案分布は
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q(θ)
θ′ u ∼ U(0, 1)

θ′

θ(t)
θ(t+1) = θ′

u <
π(θ′)q(θ(t)|θ′)

π(θ(t))q(θ′|θ(t))

•  については完全条件付き事後分布が求まり、

• 　は　 のj番目の次元の標本分散

λ
π(λj |X, φ2) = IG(α +

n

2
,βj + ωj)

q(φ2′|φ2(t)) = N

(
φ2(t), γ

σr
2 + b

(m
2 + a− 1)2(m

2 + a− 2)

)

ωj X

q(x′
i|x

(t)
i ) = N

(
x(t)

i , γ
φ2

n− 1

)


