
Real Estate & Spatial Statistics Laboratory 

Real Estate & Spatial Statistics Laboratory 

Real Estate & Spatial Statistics Laboratory 

Real Estate & Spatial Statistics Laboratory 

2011年度 S-PLUS学生研究奨励賞 

空間従属性を考慮した 
重力モデルの理論的発展 

筑波大学大学院 システム情報工学研究科 

不動産・空間計量研究室 

博士前期課程１年 

爲季和樹 



Real Estate & Spatial Statistics Laboratory 

Real Estate & Spatial Statistics Laboratory 

発表構成 

• 重力モデルとその問題点 

• 空間従属性を考慮した重力モデルの紹介 

• 都道府県間人口移動データによる実証 

• 研究の背景と目的 

• 空間ラグ重力モデルの問題点と理論的発展 

• まとめと今後の課題 
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空間的相互作用モデル 

• 空間的相互作用 spatial interaction 

– フロー・流動・流れ 
• 人口移動 

• 物流 

• 貿易 

• 空間的相互作用モデル 

 

 

3 石川(1988) 

),,(
ijjiij

SWVfT 

発地 i から着地 j  
へのフロー 

発地の放出性 着地の吸収性 
発着地間の 
分離性 
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代表的な空間的相互作用モデル 

重力モデル 
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対数正規重力モデル ijjiij dWVkT lnlnlnlnln  

iV 発地 i の規模を表す説明変数 

jW 着地 j の規模を表す説明変数 

ijd i j 間の距離 

 ,,,k パラメータ 

重力モデル（無制約） 
  ijjiij dWkVT

Wj 

Vi 

dij 

ijT 発地 i から着地 j へのフロー量 

フローデータの空間従属性を考慮していない  

⇒ パラメータ推定値の信頼性が低下 
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空間従属性を考慮した重力モデル 
LeSage and Pace (2008) 
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εdXX1y   don

εdXX1Wyy   don

対数正規重力モデル 

空間ラグ重力モデル 

空間ラグ Wy

観測地域間の近接性の定義 

従来 今回 

扱うデータ 点・面 データ フローデータ 

考慮する地域数 2地域 4地域 

行列Wの大きさ n × n n2 × n2 

フローでの近接性の定義とは？ 
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発地固定 
着地が近接している 
 

着地固定 
発地が近接している 
 

固定なし 
発地と着地が近接している 
 

着地ベース 発地ベース 発着地ベース 

εdXXlyWyWyWy   donwwddoo

フローにおける近接性の定義 

空間従属性を考慮した重力モデルの一般形 

no IWW  WIW  nd WWW w
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制約によるモデル族 
0 wdo 

0 wo 

0 wd 

0 od 

0 wod 

wod  

0w

odw  

edunrestrict εdXXlyWyWyWy   donwwddoo

εdXXlyWyWyWy   donwdoddoo

εdXXlyWyWy   donddoo

εdXXly
WWW

y 


  don
wdo )

3
(

εdXXly   don

εdXXlyWy   dondd

εdXXlyWy   donoo

εdXXlyWy   donww

εdXXly
WW

y 


  don
do )

2
(

まず初めにこれらのモデルを都道府県間人口移動データに適用し 

空間従属性を考慮した重力モデルの有用性を検証 
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使用するデータ 

• 被説明変数 
– 州間人口移動 

• 説明変数 
– 対数 

• 人口、面積、距離 

– 比率 

• 25歳以下人口、失業者、   

販売職業就業者、幹部社員＆
経営者、自治体就業者、   
農業就業者 

• 空間重み行列 
– m nearest neighbors 

 

• 被説明変数 
– 都道府県間人口移動 

• 説明変数 
– 対数 

• 人口、面積、距離 

– 対人口比 

• 15歳未満人口、完全失業者、  
第3次産業就業者、役員人口、  
65歳以上人口 

• 空間重み行列 
– inverse squared distance 
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LeSage and Pace (2008) 本研究 
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実証分析：推定結果 ～モデル比較～ 

対数尤度 尤度比検定  
統計量 

棄却限界値 

-952.48 

-1095.44 285.92 

-1330.32 755.68 

-1332.45 759.94 

-1533.30 1161.64 

-1533.68 1162.40 

-1574.00 1243.04 

-1758.72 1612.48 

-1855.50 1806.04 

84.3)1(2 

84.3)1(2 

99.5)2(2 

99.5)2(2 

99.5)2(2 

99.5)2(2 

99.5)2(2 

82.7)3(2 

0w
odw  

0,  wod 

0 wo 

wod  

0 wd 

0 od 
0 wod 

unrestricted モデルが最も良いモデル 
従来の重力モデルが最も悪いモデル 

unrestricted 
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研究の背景と目的 

• 背景 

– LeSage and Pace (2008)による、空間従属性を      
考慮した重力モデルの提案 

– しかし、理論的改良の余地が残る 

 

• 目的 

–理論的問題点の解明とその解決法の提案 

1. 内々フローが観測されないデータでの推定が困難 

2. フローに対する対数正規分布の仮定の統計学的問題点 

 10 



Real Estate & Spatial Statistics Laboratory 

Real Estate & Spatial Statistics Laboratory 

モデルの理論的発展：その１ 

内々フローの問題 

• 空間ラグ重力モデルにおける内々フロー問題 

–内外と内々フロー全ての観測値が必要 

–内々フローが観測されていないＯＤデータは多い 

• 都道府県間人口移動データは稀なケース 

11 

モデルを使用できる場面が限られてしまう 

内々フローが未観測のデータでも 
モデルを適用できる推定手法を提案 
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提案手法：EMアルゴリズム 

• EMアルゴリズム 

– 不完全データにおける繰り返し計算による最尤法 

• 未観測の内々データを欠損値とみなすことで   
EMアルゴリズムによる推定を行う 

12 

①欠損値に初期値を与える 
②擬似的な完全データのもとでパラメータの最尤推定を行う 
③得られたパラメータ推定地から、欠損値の期待値を算出する 
④欠損値の推定値が収束するまで②と③を繰り返す 

EMアルゴリズムの手順 
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ＥＭアルゴリズム 推定結果 

• 内々フローの推定誤差(RMSE) 

– 空間ラグモデル：0.972 

– 重力モデル：9.611 

13 

   nyyRMSE ii /ˆ
2

 

空間ラグモデルの 
推定精度が高い 

真値と推定値の比較 
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モデルの理論的発展：その２ 

分布型の仮定 

• 対数正規分布の仮定の統計学的問題点
(Flowerdew and Aitkin, 1982) 

1. 対数変換を行ったデータでの推定によるバイアス 

2. 誤差項の等分散 homoscedasticity の仮定 

3. フロー量がゼロの場合の問題点 

14 

これらを克服するものとしてFlowerdew らは 
ポアソン分布を仮定した重力モデルを提案 

離散確率分布を仮定したモデリングが望ましい 
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提案手法：負の二項分布を仮定したモデリング 

• ポアソン分布の仮定：分散＝期待値 

• 実際の観測データの多くは 分散＞期待値 

15 

• 推定値は一致性を持つが、有効性を持たない 

• 標準誤差にバイアスがかかり、z値が大きくなる 

⇒ 説明変数の有意性を過大に評価する 

過分散の問題が引き起こされる 

過分散 overdispersion による影響 

よって、期待値よりも分散が大きいとする仮定が望まれる 

負の二項分布 
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負の二項回帰モデル 
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• 確率密度分布：ポアソンと誤差項（ガンマ分布）の積 
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0 ならポアソン分布 
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ijj ji

X 負の二項回帰モデル： 
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提案モデル 

空間負の二項自己回帰(NB-SAR)モデル 
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)exp(
ijj ji

X 

)lnexp(
ijj jj iiji

XyW   

ijj ji
X ln

ijj jj iiji
XyW    lnln

空間ラグ 

負の二項 
回帰モデル 

NB-SARモデル 

空間従属性の 
考慮 
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NB-SARモデルの推定法 

• 空間2段階最小2乗法 spatial two stage least squares 

Lamber et al. (2010) 

log

1

log )(ˆ WyQQQQyW   XWWXXQ
2,,

１段階目: 操作変数で回帰 → 空間ラグ の理論値 

内生変数の理論値を計算 

を反復重み付き最小二乗法 
で推定 

２段階目: 空間ラグ の理論値を説明変数として代入 

)lnexp(  
ijjjiji

XyWρμ 
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)lnexp(  
ijjjiji

XyWρμ 
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分散パラメータ ν：3.583 

空間パラメータ：全て1%有意 

ポアソン分布の仮定
は正しくない 

推定結果 定数項 -9.741 *** -25.391 ***

Ｉ_定数項 4.067 -8.001 *

o_人口 0.337 *** 0.905 ***

o_面積 0.072 ** 0.204 ***

o_１５歳未満人口 1.254 6.839 ***

o_失業者 12.181 *** 34.202 ***

o_第３次産業就業者 6.971 *** 19.231 ***

o_役員人口 -15.245 *** -33.631 ***

d_人口 0.388 *** 1.021 ***

d_面積 0.037 0.116 ***

d_１５歳未満人口 3.665 * 12.750 ***

d_失業者 8.377 ** 26.252 ***

d_第３次産業就業者 6.525 *** 18.520 ***

d_役員人口 -12.300 ** -25.159 ***

I_人口 0.064 1.255 ***

I_６５歳以上人口 0.926 -1.275

I_失業者 18.935 20.450

距離 -0.393 *** -1.224 ***

ρo 0.627 ***

ρd 0.633 ***

ρw -0.593 ***

Spatial Non-spatial

対数尤度 

Non-spatial -14790.68 

Spatial -14650.56 

モデルの良さ向上 

***  1%有意 
**   5%有意 
*  10%有意 
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Non-spatial Model Spatial Model 

Non-spatial Spatial 

RMSE 16242.51 11292.11 

モデルの全体的な精度は向上 
内外：良 内々：悪 

モデルの推定精度 

観測値 観測値 

推
定
値 

推
定
値 
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まとめと今後の課題 

• 実証研究から空間ラグ重力モデルの有用性を確認 

• 空間従属性を考慮した重力モデルの理論的発展 

① 内々フローが観測されていないデータでの推定法の問題 
• EMアルゴリズムを用いた推定法の提案 

② 対数正規分布の仮定の統計学的な問題 
• 負の二項分布を仮定したモデルの提案 

 

• 今後の課題 

– ２重制約重力モデルへの拡張 

– EMアルゴリズム：実証データを増やす 

– 内々フローの推定精度が悪化した原因の究明 
21 
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APPENDIX 
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y <- log(as.vector(Y)) 

i <- diag(47) 

Wo <- kronecker(W, i); Wd <- kronecker(i, W); Ww <- kronecker(W, W) 

woy <- Wo%*%y; wdy <- Wd%*%y; wwy <- Ww%*%y 

  

lm.null <- lm(y ~ x); lm.w1 <- lm.fit(x, woy); lm.w2 <- lm.fit(x, wdy); lm.w3 <- lm.fit(x, wwy) 

e.null <- lm.null$residuals; e.w1 <- lm.w1$residuals; e.w2 <- lm.w2$residuals; e.w3 <- lm.w3$residuals 

 

I <- diag(2209) 

MLf <- function(rho) { 

 rho1 <- rho[1] 

 rho2 <- rho[2] 

 rho3 <- rho[3] 

 SSE <- t(e.null - rho1*e.w1 - rho2*e.w2- rho3*e.w3) %*% (e.null - rho1*e.w1 - rho2*e.w2 - rho3*e.w3) 

 n <- 2209 

 s2 <- SSE/n 

 ldet <- log(det(I - rho1*o_w - rho2*d_w - rho3*w_w)) 

 ret <- (ldet - ((n/2)*log(2*pi)) - (n/2)*log(s2) - (1/(2*s2))*SSE) 

 ret 

} 

 

opt <- optim(c(0,0,0), MLf, control=list(fnscale=-1)) 

rho1 <- opt$par[1]; rho2 <- opt$par[2]; rho3 <- opt$par[3] 

 

lm.lag <- lm((y - rho1*woy - rho2*wdy - rho3*wwy) ~ x) 

r <- residuals(lm.lag) 

fit <- y - r 

coef.rho <- coefficients(lm.lag) 

SSE <- deviance(lm.lag) 

s2 <- SSE/n 

３次空間ラグ重力モデル推定コード 
（Y: OD行列    x: 説明変数行列   W: n×n の空間重み行列） 
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空間ラグモデルの最尤推定 

εXβWyy  

  εεWI 
2

2

2

1
lnln)2ln(

2
ln




n
L

),0(~ 2
Iε N

WyXX)X(yXX)X(β
11  

MLML ̂ˆ

uXby o  uXbWy  L

XyX)X(b
1o

ˆ XWyX)X(b
1L

ˆ

対数尤度関数 

の最尤推定量 β

のOLS推定量 

LMLoML bbβ ˆˆˆˆ 

Anselin(1988),p.181 
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空間ラグモデルの最尤推定（２） 

MLMLML βXWyye ˆˆ  

撹乱項の分散の最尤推定量 

nMLML /ˆ 2
ee

uXby  o uXbWy  L
のOLS残差 

oo bXye ˆ LL bXWye ˆ

LMLoMLMLML eeβXWyye  ˆˆˆ 

)ˆ()ˆ)(/1(ˆ 2

LMLoLMLon eeee  

WI
eeee

ML
LMLoLMLo

C
n

n
cL 


ˆln

)ˆ()ˆ(
ln

2
ln 







 


集中化対数尤度関数 
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空間ラグモデル（ρ：１）における 
最尤推定の手順 

uXby  o
uXbWy  L をOLSで推定 

Lb̂
ob̂ Leoe を求める 

WI
eeee

ML
LMLoLMLo

C
n

n
cL 


ˆln

)ˆ()ˆ(
ln

2
ln 







 


に代入 ML̂

ML̂ を利用して LMLoML bbβ ˆˆˆˆ  を求める 

ML̂ を利用して 2̂ を求める 

① 

② 

③ 

④ 

と 

Anselin(1988),p.182 

が最大になるような 
CLln を求める 
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空間ラグモデル（ρ：２）における 
最尤推定の手順 

uXby  o uXbyW  1Lo をOLSで推定 

1
ˆ

Lbob̂ 1Leoe を求める 








 


n

n
cL LMLLMLoLMLLMLo

C

)ˆˆ()ˆˆ(
ln

2
ln 22112211 eeeeee 

に代入 21
ˆ,ˆ

MLML  について最大化 

を利用して 2211
ˆˆˆˆˆˆ

LMLLMLoML bbbβ   を求める 

を利用して 2̂ を求める 

① 

② 

③ 

④ 

と 

uXbyW  2Ld

2
ˆ

Lb 2Le

dMLoML WWI 21
ˆˆln  

21
ˆ,ˆ

MLML 

21
ˆ,ˆ

MLML 

（ ρ が3つの場合も同様にして推定が可能） 
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空間ラグモデルの対数尤度 

  εε
2

2

2

1
ln)2ln(

2
lnln




n
AL

WI ln Lee 0

22110 LL eee  

3322110 LLL eeee  

SLM(2) 

SLM(3) 

ddoo WWI  ln

wwddoo WWWI  ln
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内々未観測データでの対処法 
なぜ内々＝０はダメなのか 
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WIn
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2 
1→2 

1→3 

2→1 

2→3 

3→1 

3→2 

Wy は W で定義された周辺フローの平均 

内々フロー＝ゼロと仮定してしまうと 
正しく周辺フローの特徴が反映されない 
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内々未観測データでの対処法 
なぜ内々除去はダメなのか 
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3 

1 

2 
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Wでは内々も近接性の定義に含まれている 

内々除去する ⇒ n2×n2のWを再設定しなければならない 


